Basistext - Ableitungen

Die Ableitung einer Funktion beschreibt ihre Steigung. Flir einen Punkt der
Funktion entspricht die Ableitung der Steigung der Tangente, die man an
diesem Punkt anlegen kann. Folgende Grafik soll den Sachverhalt

veranschaulichen:
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Gesucht ist die Steigung der Tangente (rot) im Punkt x,. Dazu wahlt man einen
Punkt (xq + Ax). Die Steigung der durch diese Punkte gebildeten Sekante (blau)
erhalt man durch den Ausdruck:

f (o + Ax) — £ (xo)
(xo + Ax) — x,

Lasst man nun Ax immer kleiner werden nahert sich die Sekantensteigung
immer mehr der Tangentensteigung an. Fir die Tangentensteigung gilt also:

f(xo + Ax) = f(x0)

Ax-0  (xo + Ax) — xq
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Man spricht dann von der ersten Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle x,:

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

! — 1
f'(x) = lim
Eine Funktion heiRRt differenzierbar an der Stelle x,, wenn der Grenzwert
f (xo+Ax)—f (%)

Ax
oder auch Ableitung von f nach x an der Stelle x,.

existiert. Dieser Grenzwert heil3t Differentialquotient

limgy 0

Fir die Differenzierbarkeit von Funktionen gelten folgende Regeln:

- Jedes Polynom ist differenzierbar

- Summen, Produkte und Quotienten von differenzierbaren Funktionen
sind differenzierbar

- Verkettungen von differenzierbaren Funktionen sind differenzierbar

Beispiele fiir nicht differenzierbare Funktionen:
f(x) =+/x anderStellex=0

f(x) = |x| ander Stellex=0

Ableitungsregeln

1) Konstante
fx)=c
ff(x)=0

2) Potenzregel

fx) =x"

fl@) =n-xm?

Beispiel:
f) = °
f'(x) = 5x*
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3) Faktorregel
(axf@) =a-f(x)

Beispiel:

FO) = 32
fl(x) =3 -4)x3=12x3

4) Summenregel
fx) =ulx) +v(x)
frx) =u'(x) +v'(x)

Beispiel:
flx) =x*+ x5
f'(x) = 4x3 + 5x*

5) Produktregel
fx) =ux) - v(x)
frx) =u' (x) - v(x) +ulx) - v'(x)

Beispiel:
) =x* a7
f'(x) =3x%-x%+x3-2x = 3x* + 2x* = 5x*

6) Quotientenregel

f =22
ooy w () v(x) —ulx) - v'(x)
= TOIR
Beispiel:
3x2+5
="
, (6x +5)-x3—(3x%+5x)-3x% 6x*+5x3—9x*—15x3
F160 = - - =
—3x%* —10x3 3 10
- x6 T X2 3
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7) Kettenregel

f) = fg(x)

ff)=9'x)-f'(9)

Beispiel:

f() = (* ~2)?

f'(x) =3x2%-2(x3—2) = 6x> — 12x2

Besondere Ableitungen

(innere mal dulRere Ableitung)

f(x) f(x) f(x) f(x)
C 0 sin(x) cos(x)
ax™ ax*nx"?! cos(x) -sin(x)
Vx 1 tan(x) 5
— =1
e “o5Zx + tan“(x)
e* e arcsin(x) 1
1—x?
a* a* - In(a) arccos(x) 1
i
In(x) 1 arctan(x) 1
X 1+ x2
I0ga () T 1
In(a) x
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Hohere Ableitungen

Hohere Ableitungen einer Funktion f(x) werden gebildet, indem man die
Ableitung mehrfach hintereinander auf f(x) anwendet.

Beispiel:

f(x) =2x°

f'(x) =10x* - erste Ableitung von f(x)
£ (x) = 40x3 - zweite Ableitung von f(x)
" (x) = 120x2 - dritte Ableitung von f(x)
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